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Equivalenze. Supponiamo A = B = X. Una relazione binaria ∼
su X si dice relazione di equivalenza su X se soddifa le tre seguenti
proprieta`:
a) per ogni x ∈ X, x ∼ x
b) se x ∼ y allora y ∼ x
c) se x ∼ y e y ∼ z allora x ∼ z
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Una equivalenza in X ripartisce l’insieme X in classi di equivalenza:
per ogni x ∈ X consideriamo l’insieme di tutti gli elementi equivalenti
all’elemento x che indichiamo con [x] = {y ∈ X : y ∼ x}.
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Una equivalenza in X ripartisce l’insieme X in classi di equivalenza:
per ogni x ∈ X consideriamo l’insieme di tutti gli elementi equivalenti
all’elemento x che indichiamo con [x] = {y ∈ X : y ∼ x}.
L’insieme [x] viene chiamato classe di equivalenza dell’elemento x.
Siccome per la proprieta` (a) e` x ∈ [x] l’insieme X e` l’unione di tutte
le classi di equivalenza.
Si verifica che presi x, y ∈ X le due classi di equivalenza [x] e [y] o
sono disgiunte [x] ∩ [y] = ∅ o sono coincidenti [x] = [y]
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Ordini parziali. Supponiamo A = B = X. Una relazione binaria ≺
su X si dice ordine parziale se soddisfa le due seguenti proprieta`:
a) e` transitiva: se x ≺ y e y ≺ z allora x ≺ z
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Ordini parziali. Supponiamo A = B = X. Una relazione binaria ≺
su X si dice ordine parziale se soddisfa le due seguenti proprieta`:
a) e` transitiva: se x ≺ y e y ≺ z allora x ≺ z
b) e` antisimmetrica: per ogni x, y ∈ X, x ≺ y =⇒ y ⊀ x
Una relazione ≺ su X e` detta ordine totale se essa e` un ordine parziale
e soddisfa la proprieta` di tricotomia
(c) per ogni x, y ∈ X vale una sola delle tre:
x ≺ y, x = y, y ≺ x
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Funzioni. Una relazione f da A a B e` detta funzione se per ogni
a ∈ A esiste un solo b ∈ B tale che afb.
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In questo caso scriveremo b = f(a). Questa definizione identifica una
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Funzioni. Una relazione f da A a B e` detta funzione se per ogni
a ∈ A esiste un solo b ∈ B tale che afb.
In questo caso scriveremo b = f(a). Questa definizione identifica una
funzione con il suo grafico
G = {(a, b) ∈ A×B : b = f(a)}
In pratica possiamo pensare ad una funzione da A a B come una
regola che ad ogni elemento a ∈ A associa un elemento f(a) ∈ B.
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La scrittura convenzionale e` f : A→ B in cui A viene detto dominio
di f e B viene detto codominio di f , mentre l’immagine di A mediante
f e` l’insieme f(A) = {b ∈ B : b = f(a), a ∈ A}.
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La scrittura convenzionale e` f : A→ B in cui A viene detto dominio di
f e B viene detto codominio di f , mentre l’immagine di A mediante f
e` l’insieme f(A) = {b ∈ B : b = f(a), a ∈ A}. Codominio e immagine
sono in generale distinti.
Se C ⊂ B la controimmagine di C e` l’insieme degli elementi di
A che ha immagine in C. La controimmagine di C si indica con il
simbolo f−1(C):
f−1(C) = {a ∈ A : f(a) ∈ C} .
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Diremo che f e` suriettiva se f(A) = B.
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Se f : A→ B e` una funzione iniettiva, resta definita una applicazione
da f(A) ad A considerando la legge che ad ogni elemento b ∈ f(A) fa
corrispondere l’unico elemento a ∈ A tale che f(a) = b.
7/13 Pi?
22333ML232
Diremo che f e` suriettiva se f(A) = B.
Diremo poi che f e` iniettiva se f(a1) = f(a2) ⇐⇒ a1 = a2.
Una funzione che sia tanto iniettiva quanto suriettiva si dice biettiva.
In questo caso si scrive
f : A
1−1−→
su
B
Se f : A → B e` una funzione iniettiva, resta definita una appli-
cazione da f(A) ad A considerando la legge che ad ogni elemento
b ∈ f(A) fa corrispondere l’unico elemento a ∈ A tale che f(a) = b.
Tale applicazione si denota con f−1 : f(A)→ A e vale la relazione
f−1 (f(a)) = a per ogni a ∈ A
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Se f e` biettiva la sua inversa f−1 e` tale che per ogni b ∈ B si ha
f
(
f−1(b)
)
= b
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Se f e` biettiva la sua inversa f−1 e` tale che per ogni b ∈ B si ha
f
(
f−1(b)
)
= b
Si dimostra che f : A→ B e` invertibile se e solo se esiste una funzione
g : B → A tale che
g(f(a)) = a per ogni a ∈ A, f(g(b)) = b per ogni b ∈ B
La funzione g e` la funzione inversa di f e viene denotata con f−1
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Esercizio Consideriamo la relazione ≡ in Z
a ≡ b ⇐⇒ a− b = 2n
per un certo n ∈ Z. Dimostrare che≡ e` una equivalenza e che l’insieme
Z|≡ ha due elementi.
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Esercizio Consideriamo la relazione ≡ in Z
a ≡ b ⇐⇒ a− b = 2n
per un certo n ∈ Z. Dimostrare che≡ e` una equivalenza e che l’insieme
Z|≡ ha due elementi.
Dimostrare che f : N → N, f(n) = n2 − n + 1 e` iniettiva ma non
suriettiva
Dimostrare che f : Q→ Q, f(n) = 3n + 1 e` iniettiva e suriettiva
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Data la funzione f : Q→ Q definita da
f(x) =
x
1 + |x|
dimostrare che:
1. f e` iniettiva 2. f non e` suriettiva
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Numeri reali Primo passo: interi positivi
N = {1, 2, 3, . . .}
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Teorema
Non esiste alcun numero razionale r ∈ Q tale che
r2 = 2 (1)
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Dimostrazione Esprimiamo il numero razionale r con una frazione
ai minimi termini:
r =
p
q
Supponiamo, per assurdo che (1) valga, allora
p2 = 2q2 (2)
Da (2) si deduce che p2 e` un numero pari, ma allora anche p e` un nume-
ro pari, rappresentato nella forma p = 2k. D’altra parte, sostituendo
in (2), vediamo che
p2 = (2k)2 = 4k2 = 2q2 =⇒ 2k2 = q2 (3)
Da (3) segue che q2 e` pari e allora anche q e` pari, ma questo contrad-
dice il fatto che p e q sono privi di fattori comuni.
